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Zusammenfassung

Die Arbeit mit dem Zahlenstrahl bedarf einer guten schrittweisen Einfiihrung. Das Arbeitsmittel ist einfach und es
kann von den Schilerinnen und Schiilern selbsttéatig und kreativ eingesetzt werden. Aus neurologischer Sicht ist es
ein sehr sinnvolles Arbeitsmittel, denn wir entwickeln beim Rechnen einen inneren Zahlenstrahl. Durch die Selbstta-
tigkeit steigt die Erfahrung von Selbstwirksamkeit bei den Lernenden, was bei ihnen zu Freude fiihren kann. Die Be-
schéftigung mit dem offenen Zahlenstrahl und dem Zahlenstrich erlaubt eine denkerische Auseinandersetzung mit der
Materie. Die mathematischen Strukturen werden sichtbar gemacht und die Lernenden kénnen sich diese einprdgen
und ihre Basiskompetenzen in Mathematik stérken.

Résumé

Le travail avec la ligne graduée nécessite une introduction progressive. C'est un outil de travail simple qui peut étre
exploité de maniére autonome et créative par les éléves. Du point de vue neurologique, cet outil est tout a fait perti-
nent car, lorsqu’on compte, on développe une logique linéaire. Le travail en autonomie accroit hexpérience d'effica-
cité personnelle pour les éléves, ce qui peut leur apporter du plaisir. Se servir de la ligne « ouverte » (c’est-a-dire avec
un minimum de repéres de graduation) et de la ligne graduée permet de se confronter intellectuellement a la matiere.
Les structures mathématiques sont ainsi rendues visibles, et les éléves peuvent les assimiler et renforcer leurs compé-
tences de base en mathématique.

Einleitung

Der Zahlenstrahl hat zum Teil einen schlech-
ten Ruf, denn er verfiihre zum Abzéahlen,
was ja nicht das Ziel des Rechenunterrichtes
sein konne. Ausserdem unterstiitze er ein-
seitig den ordinalen Zahlenbegriff (Zahlen
als Positionen, nicht als Mengen). Im Heilpa-
dagogischen Kommentar zum Zahlenbuch
wird klargestellt, er diirfe «nicht als Rechen-
hilfsmittel» verwendet werden (Schmass-
mann & Moser, 2014, S. 12). Das muss aber
nicht so sein! In meiner Praxis habe ich den
Zahlenstrahl sehr erfolgreich eingesetzt.
Wesentlich war aber stets, dass ich ihn sorg-

faltig und zielorientiert einfiihrte. S S e
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langt, dass er nicht fir blosse Zahliibungen
verkommt. Man soll ihn nur punktuell ver-
wenden, nicht als Rechenhilfsmittel.

Der offene Zahlenstrahl erméglicht es
der Lehrperson und den Kindern, unzahlige
Denkaufgaben zu erfinden. Er ist offen, das
heisst, nicht alle Schritte sind markiert. Er
eignet sich auch zum Schétzen.

Mit dem Zahlenstrich (leerer Zahlen-
strahl) kann die Schiilerin oder der Schiiler
die Rechenwege selbststandig protokollie-
ren. Ausserdem sieht die Lehrperson, wie
die Lernenden gerechnet haben.

Abbildung 1: Die drei Varianten des Zahlenstrahls
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Der Zahlenstrahl und die Neurologie
Zuerst ein kleines Experiment:

Zahle bitte laut von 90 bis 100. Rechne nun
90+8, das gibt ... Rechne nun 98-3=...

Was ist bei dir beim Rechnen auf mentaler
Ebene passiert? Du hast beim Addieren in
der Vorstellung eine Bewegung nach rechts
gemacht, bei der Subtraktion nach links.
Ausserdem wusstest du bei 98 automatisch,
dass es bis Hundert 2 Schritte nach rechts
sind, von 98 bis 95 aber 3 Schritte nach links.

Deine Feststellung entspricht der Er-
kenntnis der Neurologie, dass Rechnende
einen vagen inneren Zahlenstrahl entwi-
ckeln —erist nicht von Anfang an da! — und
dass dieser ein wesentlicher Bestandteil
beim Rechenprozess ist. Der innere Zahlen-
strahl ist entsprechend der Schreibrichtung
nach rechts gerichtet, nur selten nach vorne
(Dehaene, 1999).

Der Zahlenstrahl

als gutes Arbeitsmittel

Ein gutes mathematisches Arbeitsmittel fiir

Rechenanféngerinnen und -anfénger muss

folgende Kriterien erfiillen:

e Esisteinfach und unterstiitzt den Aufbau
eines inneren Zahlenstrahls nach rechts.

¢ Esregt—wenn die Lehrperson die Schii-
lerinnen und Schiiler richtig anleitet —
zum Denken an. Ich pladiere fiir ein «Ge-
flihrtes Entdecken»'.

" «Geflhrtes Entdecken» ist ein Ausdruck von mir.
Inspirieren liess ich mich von Sokrates, der kaum
etwas erklérte, sondern die Lernenden durch ge-
schicktes Fragen Schritt fur Schritt zur Losung hin-
fuhrte. Die lernende Person hat so den Eindruck,
selbst auf die Ldsung gekommen zu sein. Dies er-
moglicht grosse Selbstwirksamkeit und Freude.
Ich halte nicht viel von reinem «selbstentdecken-
den Lernen», bei dem die Schulerin oder der Schi-
ler mit zum Teil schlechten Lésungswegen allein
gelassen wird (Felten, 2016).

e Das Arbeitsmittel sollte eine motivieren-
de Selbsttatigkeit und Selbstwirksam-
keit erméglichen, also Freude bereiten.

e Es soll mathematische Strukturen (Kraft
der 5, der 10, der 100, der 1000 usw.)
sichtbar machen.

Diese vier Kriterien erfiillt der Zahlenstrahl.
Ich mache die Erfahrung, dass die selbstta-
tige Arbeit mit dem Zahlenstrahl Freude be-
reitet, auch schwacheren Rechnerinnen und
Rechnern, die davon stark profitieren.

Aufbau und Ziele der Arbeit

am Zahlenstrahl

Ich beschranke mich nun mehrheitlich auf
den offenen Zahlenstrahl und den Zahlen-
strich. Die Arbeit damit sollte mit den Schii-
lerinnen und Schiilern sorgfaltig erarbeitet
werden.

Als Vorbereitung auf die Arbeit mit
dem Zahlenstrahl hat sich das Rechnen mit-
hilfe der Finger bewahrt. Wenn das lernen-
de Kind beide Hande vor sich mit den Fin-
gern auf das Pult legt, entsteht ein Finger-
bild, das entfernt einem Zahlenstahl gleicht:

Abbildung 2:
Ein Fingerbild gleicht einem Zahlenstrahl

Zeige mir 7 Finger! Zeige mir 8 Finger!
5+2=7 5+7=8
7-2=5 8+7=10

Mit etwas Fantasie lassen sich an den Fin-
gern viele anregende Ubungen machen,
welche zum mathematischen Basisdenken
gehoren: das Vorwarts- und Rickwarts-
zahlen, ohne abzuzahlen; das Zerlegen, Er-
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ganzen, Addieren (von links nach rechts)
und Subtrahieren (von rechts nach links) so-
wie die Zehneriiberschreitung (dekadisches
System verstehen).

Wichtig ist, dass von links nach rechts
geiibt wird, ausser bei Minus-Rechnungen.
Bei 5—3 im obigen Beispiel sollten zum Bei-
spiel die 3 Finger der rechten Hand einge-
klappt werden.

Die Betonung des Langenaspekts
Die einzelnen Ziffern des Zahlenstrahls
(1, 2, 3...) sollten von Anfang an nicht als
Positionen, sondern als Langenaspekt ein-
gefiihrt werden (Lorenz, 2008; Gaidoschik,
2003). Denn es geht darum, die Zahlen vor
allem als Mengen (Kardinalitat) zu begrei-
fen. Beispielsweise ware die 8 auf dem Zah-
lenstrahl nicht nur ordinal als Position 8 zu
verstehen (links davon die 7 und rechts
die 9), sondern die Menge 8 (7 ware 1 Ein-
heit weniger, 9 eine Einheit mehr).

Schritte zahlen und Schritte schatzen
Zahlen sollen also bei Rechenanféngerin-
nen und -anfangern als Langeneinheit dar-
gestellt werden. Als Einstieg eignen sich die
eigenen Schritte, die vom Kind selbst proto-
kolliert werden kénnen. Dabei lernt das
Kind das Grundprinzip der Kardinalzahl
kennen, dass namlich jede Zahl aus entspre-
chend vielen Einheiten besteht. 4 ist also
beispielsweise 1+1+1+1. So besteht 5
aus einer Einheit mehr als die 4, die 3 aus ei-
ner Einheit weniger.
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Das Kind kann vorerst auf einer imaginéren
Linie schreiten und die eigenen Schritte
(Einheits-Strecken) am Boden mit Nummern-
zetteln markieren. Es sollte bereits jetzt da-
rauf geachtet werden, dass die 5 und die 10
besonders hervorgehoben werden (siehe
Abb. 3).

Die folgenden Aufforderungen und Fragen
der Lehrperson regen zum Denken an:
Lehrperson: Du beginnst bei null. Was be-
deutet die Null hier?

Schiilerin: 0 Schritte

Lehrperson: Gehe 3 Schritte, wo bist du
jetzt?

Schiilerin: Bei der 3.

Lehrperson: Geh nun 1 Schritt weiter. Du
bist nun bei der ...

Schiilerin: ... 4.

Lehrperson: Was bedeutet die 4?
Schiilerin: Ich bin 4 Schritte gegangen.
Lehrperson: Wie weit ist es bis zur 5? Bis
zur 10? Was ist die Hélfte von 10 Schritten?
usw.

Lassen Sie als Lehrperson und Schiilerin

bzw. Schiiler Ihrer Fantasie freien Lauf.

Methodisch hervorragend fiir die Entwick-

lung innerer Bilder sind

e das Verbalisieren wahrend des Abschrei-
tens,

e das nachtragliche Erklaren und Reflek-
tieren des eigenen Tuns und

e anschliessend das selbstdndige Proto-
kollieren.
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Abbildung 3: Lernende kénnen mit den eigenen Schritten das Grundprinzip der Kardinalzahl verstehen lernen
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Das Protokoll von Liza sieht beispielsweise
S0 aus:
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Abbildung 4: Beispiel einer Protokollierung der eigenen Schritte

Die 0, die 5, die 10 usw. werden speziell
markiert. Auf dieser ikonischen Stufe lassen
sich Rechenwege und Gesetzmassigkeiten
gut verbalisieren:

Liza, zeige auf deinem Protokoll zuerst
8 Schritte, dann 3 Schritte. Wie viele Schrit-
te sind es von X nach 5? Du bist 10 Schrit-
te gegangen, wie viele Schritte sind es bis
zur 13? Was bedeuten die 1 und die 3
von 13? Was bedeuten die einzelnen Zif-
fern on 17? Von 21?

Obige Uberlegungen lassen sich je-
weils als Gleichung im Heft protokollieren:
17=10+7,21=10+10+1 etc.

Wieso sind es oben weniger Schritte fir
die gleiche Strecke? Mit dieser Frage wird
das Kind zu folgenden Einsichten ange-
regt: Je kleiner die Schritte, desto mehr
Schritte braucht es fiir die gleiche Strecke
und umgekehrt. Indirekt ist dies eine Vor-
bereitung auf das Verstehen von Massein-
heiten.

Ersatz fiir die Schritte:

Haselstecken und 10-cm-Stabchen
Man sollte nicht zu lange bei den eigenen
Schritten bleiben; ein Meter lange Haselste-
cken (z.B. mit den Eltern im Wald geschnit-
ten) sollen sie ersetzen. Da das Schatzen
sehr wichtig fiir die Bildung von innerem
Wissen liber Mengen ist, kann zum Beispiel
geschatzt werden, wie viele Haselstecken
(=Meter) es bis zum Brunnen sind. An-
schliessend werden die Stecken gezahlt, um
die Schatzung zu iiberpriifen.

Nun ersetzen wir die Haselstecken
durch 10 cm lange Holzspiesse. Mit diesen
lassen sich auf kleinem Raum kleinere Stre-
cken messen.
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Abbildung 5: Schatzen und Nachdenken am offenen Zahlenstrahl
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Zahlenstrich und

offener Zahlenstrahl

Schliesslich konnen auf hoherer Abstrak-
tionsstufe zeichnerisch am leeren Zahlen-
strahl (Zahlenstrich) und offenen Zahlen-
strahl unzéhlige Ubungen gemacht wer-
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den zum Verstandnis der Zehneriiber-
schreitung, zum dekadischen System,
zum Einliben optimaler Rechenwege und
zum Vertiefen grundlegender mathemati-
scher Gesetzmassigkeiten (siehe Abb. 5,
6 &7).

Q+b= 13

Abbildung 6: Zur Zehneriber- und -unterschreitung am Zahlenstrah/

24

2 — SF
3 —f

1% 20 2¢

180 + L& O

—~+ 200

A0

A5 + 196 =

138

A4+32-56 +30

ﬂg

+2

—_—
e

50

]
-

+20 +30

380%° 330

e

—

—+ 200
D n— = S

Abbildung 7: Protokollierung von Rechenwegen am Rechenstrich
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Dieses Protokollieren sollte immer wieder
verbalisiert werden. Gerade fiir schwachere
und sogar Schiilerinnen und Schiiler mit ei-
ner Lernbehinderung erwies sich das Proto-
kollieren einfacher Rechenwege bereits als
sehr forderlich.

Wertvoll sind Aufgaben, bei denen he-
rausgefunden werden muss, wie zum Bei-
spiel eine andere Schilerin gerechnet hat,
wenn gewisse Angaben beim Protokollieren
fehlen: Was hat Julia (siehe Abb. 8) wohl
gerechnet?

Der Zahlenstrahl kann bis in die oberen
Klassen eingesetzt werden. Er eignet sich
besonders beim Aufbau des dekadischen
Systems (z.B. Dezimalbriiche), beim Proto-
kollieren von Lsungswegen im Millionen-
bereich oder bei gewohnlichen Briichen
(siehe Abb. 9).

Schlechte Rechenwege, wie beispielsweise
der von Tania (83-35=8-3=5, 3-5=2,
5 wird zu 50, 50—2=48) lassen sich nicht
protokollieren. Probieren Sie es!

Sinnvoll ist es, die erste Menge (83) als
Packchen zu nehmen, dann die Zehner, dann
die Einer. Das ist weniger fehleranfallig, weil
der Arbeitsspeicher entlastet ist: 83 —30-5!
So lasst sich das Ganze gut protokollieren.

Dieser Artikel hat gezeigt, dass die Ar-
beit mit dem Zahlenstrahl sehr kreativ sein
kann. Ausserdem ermdglicht sie das Verste-
hen grundlegender mathematischer Fertig-
keiten. Meine Erfahrung hat gezeigt, dass
viele Schillerinnen und Schiiler Spass daran
haben.
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Abbildung 8: In diesem Protokoll-Beispiel fehlen gewisse Angaben
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Abbildung 9: Der Zahlenstrahl ldsst sich auch bei komplexeren Aufgaben einsetzen
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“warum?

Warum? Warum? Warum?

e Warum konnte der Neandertaler
trotz seines grossen Gehirns nicht
rechnen?

e Warum haben gewisse Kinder
grosse Schwierigkeiten mit dem
Rechnen?

e Warum nitzen meine tollen Erkla-
rungen oft nichts?

e \Warum schaden gut gemeinte Re-
chentricks meistens?

e \Warum sollte ich die Hunderterta-
fel erst dann einflihren, wenn ein
Kind das dekadische System ver-
steht?

e Darf ich das Kind an den Fingern
rechnen oder zahlen lassen?

e \Warum ist die Arbeit mit dem offe-
nen Zahlenstrahl oft so spektaku-
lar?

e \Wer ist rechenschwach? Das Kind?

e \Warum ist das Automatisieren-Ler-
nen der Grundrechnungen so emi-
nent wichtig?

Vielleicht interessieren Dich solche
Fragen. Wenn Du neugierig bist und
kompetenter werden mochtest, so
studiere unsere Website
www.rechenschwaeche.ch

Dort findest du die Daten unserer wis-
senschaftlich fundierten und praxis-
nahen Weiterbildung.
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